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Для оцінки величини динамічної в’язкості 
руйнування найбільш перспективними є ударні 
випробування балкових зразків з вихідною 
втомною тріщиною. Спочатку динамічні коефі-
цієнти інтенсивності напружень(ДКІН) обчис-
лювали в припущенні, що ініціювання росту 
тріщини проходить при максимальному удар-
ному навантаженні і, отже, можуть бути засто-
совані формули для визначення статичних кое-
фіцієнтів інтенсивності напружень (квазістати-
чний підхід). Але пізніше виявилось, що таке 
припущення може призвести до некоректних 
результатів і для точної оцінки коефіцієнта ди-
намічної в’язкості руйнування повинен бути 
проведений повний динамічний аналіз з враху-
ванням ефектів інерції. Однак точне рішення 
для визначення динамічних коефіцієнтів інтен-
сивності напружень в тілах з тріщинами, на які 
діє імпульсне навантаження, мають зараз тільки 
деякі задачі для безмежних тіл. Для наближено-
го рішення таких задач з успіхом застосовують 
сучасні числові методи, зокрема методи як скін-
ченних різниць, так і скінченних елементів та 
метод граничних елементів. 
На початковому етапі навантаження взає-
модія зразка з опорами не впливає на величину 
ДКІН. У випадку крихких матеріалів при висо-
ких швидкостях навантаження ріст тріщини 
починається ще до того, як почнеться взаємодія 
зразка з опорами. Тому в даному випадку наяв-
ність опор не впливає на докритичне наванта-
ження зразка. Такі умови досліджень дістали 
назву одноточкового або безопорного згину. 
Випадок симетричного одноточкового згину 
балкового зразка було розглянуто в роботах  
[1-4]. В цих роботах одержано прості формули 
для обчислення ДКІН з використанням методів 
модального аналізу та скінченних елементів. 
Дещо інші підходи при дослідженні цього пи-
тання запропоновано авторами робіт [5-8]. Але 
всі ці дослідження стосувались випадку, коли 
тріщина в балковому зразку знаходиться симе-
трично посередині зразка. Але на практиці при 
виготовленні зразків часто тріщина знаходить-
ся або не посередині зразка, або під кутом до 
поверхні. Тому в роботі запропоновано мето-
дику визначення ДКІН для таких зразків. Схема 
навантаження для одного з таких випадків  
зображена на рис. 1. Відзначимо що для стати-
чного випадку ця задача вивчалась у роботі [9]. 
 
Рисунок 1 — Схема навантаження зразка 
 
Метод розв’язування задачі 
ДКІН будемо знаходити за допомогою на-
піваналітичного методу скінченних елементів 
[10]. Для цього розіб'ємо поверхню зразка на 
скінченні елементи (рис. 2). 
Скінченноелементне рівняння руху пруж-
ного тіла при дії зосередженої сили має такий 
вигляд [10]: 
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Рассматриваются два случая ударного изгиба 
балочного образца с несимметрично расположен-
ной трещиной. В первом случае трещина находится 
не в серединном сечении образца (внецентренный 
изгиб). Во втором случае – под углом к поверхности 
образца (трещина выходит из точки, которая на-
ходится на пересечении срединного сечения и по-
верхности образца). С помощью предложенного 
метода представлено простые аналитические вы-
ражения для динамических коэффициентов напря-
жений (ДКИН). Для этого упругая задача была при-
ведена к задаче на собственные значения. В форму-
лы для ДКИН входят параметры, которые являют-
ся безразмерными собственными векторами задачи, 
частот собственных колебаний образца с трещи-
ной, параметры аппроксимации записи диаграммы 
нагружения "сила-время" кусочно-ломаной кривой, 
значение статического КИН при действии единич-
ной силы. 
Two cases of shock bend of beam sample with 
asymmetrically placed crack have been considered. In 
the first case the crack was not in the middle cut of the 
sample (eccentric bend). In the second case it was at 
angle of the surface of the sample (the crack started 
from the point which was on the crossing of middle cut 
and surface of the sample). Simple analytical expres-
sions for dynamic stress intensity factors (DSIF) were 
provided. For this purpose a resilient task was brought 
to the eigen-values task. Into DSIF formula there were 
included parameters, which were dimensionless eigen-
vectors of the eigen-values task, frequencies of eigen-
vibrations of the sample with a crack, approximation 
parameters of record of load diagram „force-time" pro-
duced by means of pice-wise curve, SIF value for each 
mode of eigen-vibrations of the sample and under the 
influence of single force. 
 
 




Рисунок 2 — Розбиття зразка на скінченні  
елементи 
 
        т0000 ,,,tF,,,uKuM   ,    (1) 
де    MK i  – матриці жорсткості і мас [3];  
 u  – вектор переміщень(  yx uuu , ) індекс “т” 
означає транспонування. 
Розв'язок рівняння (1) можна представити 
у вигляді [11] 
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де: i  нетривіальні частоти власних коливань 
зразка з тріщиною;  yxu i ,0

та  FFi yxu ,0

 – 
відповідні їм компоненти вектора переміщень, 
розглядуваної точки і точки прикладання сили 
відповідно;  – скалярний добуток. Вони зна-
ходяться із задачі на власні значення [10] 
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Враховуючи, що ДКІН пропорціональний 
переміщенням на поверхні тріщини, то за ана-
логії з (2) можна записати 
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IIIj ,                                (4) 
де iK j  – коефіцієнт інтенсивності напружень 
при і – й нормованій моді вільних коливань. 
Значення сили F(t) знаходимо за допомо-
гою експериментальних досліджень. Діаграму 
навантаження "сила-час" визначаємо за допо-
могою спеціальної апаратури [12]. Запис діаг-
рами навантаження "сила-час" апроксимуємо 
кусково-ламаною лінією  tP  (рис. 3).  
 
Рисунок 3 — Схема апроксимації діаграми 
навантаження 
 
Запис ламаної кривої P(t) представимо у 
вигляді  







    (5) 
де: it  – моменти часу, що відповідають точкам 
злому лінії   00 ttP , N – число цих точок,  
ik  – кутові коефіцієнти,  tH  – функція Геві-
сайда. 
Тоді після нескладних перетворень спів-
відношення (4) набуває вигляду 

























mjm     (6) 
де )(K 1jS  статичний коефіцієнт інтенсивності 
напружень під час згину зразка одиничною си-
лою, що прикладена до зразка за силовою схе-
мою, яка представлена на рис. 1; 
  120 jSmjmxjm KKu   . 
Подібно до [1-4] можна показати, що 
  j
n
m jm1 1 . Зазначимо, що це співвідношен-
ня дає можливість визначати консервативну 
оцінку похибки обрізання рядів в рівнянні (6). 
При обчисленні статичного КІН в зразку, 
який навантажується за схемою одноточкового 
статичного згину, об'ємне навантаження замі-
нювалось рівномірно розподіленим по верхній і 
нижній поверхнях зразка (рис. 4) 
 
Рисунок 4 — Схема статичного  
навантаження зразка 
 
Зразок розбивався на чотирикутні восьми-
вузлові та трикутні шестивузлові скінченні 
елементи. Для знаходження коефіцієнта інтен-
сивності напружень(КІН) потрібно відповідним 
чином моделювати сингулярність напружень 
біля вершини тріщини. Це досягається шляхом 
оточення вершини тріщини шестивузловими 
трикутними елементами зі зсунутими на чет-
верть серединними вузлами (рис. 5). При тако-
му моделюванні зразка скінченними елемента-
ми КІН визначаються за формулами 
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Рисунок 5 — Вигляд сітки скінченних  
елементів біля вершини тріщини 
 
Де: G – модуль зсуву;     13k  для пло-
ского напруженого стану та 43k  для пло-
скої деформації; xu  та yu  компоненти вектора 
переміщень біля вершини тріщини (рис. 6). 
 
Рисунок 6 — Схема розміщення вузлів для 
елементів, які оточують вершину тріщини 
 
Якість моделювання поверхні зразка оці-
нювалась шляхом обчислення методом скін-
ченних елементів (МСЕ) тестової задачі [9].  
На рис. 7а, б WeWlWL   ,, , *IK  
та *IIK  нормовані значення КІН. Як видно з 
рис. 7 а, б , між одержаними і результатами ро-
боти [9] є добра кореляція. Одержані за допо-
могою МСЕ результати для КІН в діапазоні 
зміни параметрів 5,65,4   ; 7,03,0   ; 
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Безрозмірні коефіцієнти i  та власні час-
тоти  i  не залежать від розмірів зразка. Однак 
вони залежать від відношення довжини зразка 
до його ширини, відносної глибини тріщини та 
коефіцієнта Пуассона  [1-4]. 
Для найбільш цікавої для експерименту 
області геометричних параметрів зразка 
7,03,0   , 2,17,0    та 5,65,4    при 
=0,3 методом блоків Ланцоша [13] було знай-
дено кругові частоти власних коливань і відпо-
відні їм власні вектори. У даній області значен-
ня )(II tK , як правило, на півпорядку є меншим 
ніж )(I tK . Про це свідчать розрахунки, які про-
ведені за допомогою МСЕ, для різних зразків і 
при різних діаграмах навантаження “сила – 
час”(а при статичному навантаженні це підтве-
рджують результати роботи [9]). Тому далі ми 
будемо розгляди параметри, за допомогою яких 
обчислюється )(I tK . Проаналізувавши співвід-
ношення  IIIjjni ji ,11    , можна прийти 
до висновку, що в цьому інтервалі геометрич-
них параметрів для визначення )(I tK  достатньо 
обмежитися чотирма модами вільних коливань. 
Відповідно обробивши числові результати за 
допомогою методу найменших квадратів, для 
*
i  (  EWii 
* , де Е – модуль Юнга;  – 
густина матеріалу) та i (перший індекс тут і 




Рисунок 7 — Порівняння результатів тестової задачі [9] з одержаними за формулами (7) 
 





















































































































































За одержаними формулами знайдено ДКІН 
для балкового стального зразка довжиною 110 
мм, який навантажується за силовою схемою, 
показаною на рис. 1. Прийнято такі пружні  
характеристики: E=200 GPa, 3mMg7870= , 
3.0  Діаграма навантаження “сила – час”, 
яка знайдена за допомогою обладнання, запро-
понованого в роботі [12], зображена на рис. 8. 
На рис. 9 представлено графічну залежність 
ДКІН від часу. Для перевірки достовірності ре-
зультатів, одержаних за допомогою формул  
(6-10), залежність ДКІН від часу також обчис-
лено методом скінченних елементів. Як видно з 
рис. 9 результати, що одержані різними мето-
дами дуже добре корелюють між собою. Для 
порівняння на рис. 9 також представлена графі-
чна залежність ДКІН від часу для зразка з си-
метрично розміщеною тріщиною. 
 
Рисунок 8 — Діаграма навантаження  
"сила-час" для балкового зразка 
 
 
Рисунок 9 — ДКІН для балкового зразка, 
обчислений за формулою (6) та чисельно 
 
Також було розглянуто зразок з косою 
тріщиною. Силова схема навантаження такого 
зразка зображена на рис. 10. Якщо запис діаг-
рами навантаження "сила – час" представити у 
вигляді ламаної лінії (5), то ДКІН для такого 
зразка буде також визначатися за формулою 
(6). Але для цього потрібно знайти вирази для 
)1(
ISK , i  та i , що відповідають силовій схемі 
навантаження, яка показана на рис. 10. Анало-
гічно, як і в першому випадку, для )1(ISK  запи-
шемо такий вираз: 
    21 92.33161.145758.0 lLK IS  










27.851.9809.3 32  
   222.10438.2 BW   .         (11) 
Після обробки числових результатів  для i  та 
*
i
 , які одержано за допомогою методу скінченних 
елементів, в діапазоні параметрів ,64    
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,7.03.0     WlWL   ,300   з 
похибкою 1% описується формулами 
 
Рисунок 10 — Схема навантаження  









































































































У формулах (11-13)  повинно братись в 
радіанах. В цих формулах відносна точність 
апроксимації *i  та  1 не перевищує 2%. Для 
432 ,,   абсолютна точність апроксимації не 
перевищує 0.004. 
Слід відзначити, що таким же способом 
можна знайти і  tKII . Але, як і в попередньому 
випадку, для досліджуваних тут геометричних 
параметрів величина  tKI  є приблизно на пів 
порядку більшою, ніж  tK II . Тому тут такі 
дослідження не проводяться. 
Для верифікації формул (11-13) діаграма 
навантаження "сила-час", яка представлена на 
рис. 11, і розміри зразка були взяті з роботи [1]. 
 
Рисунок 11 — Діаграма навантаження  
"сила – час" 
 
На рис. 12 криві 1, 3, 5 відображають зале-
жність ДКІН від часу при різних значеннях ку-
та (відповідно для 0о, 15о, 30о), яка побудована 
за допомогою співвідношень (11-13). Для пере-
вірки вірогідності формул (11-13) для цих же 
силових схем методом скінченного елемента 
було побудовано ті ж залежності. На рис. 12 це 
криві 2, 4, 6. Як видно із рисунка між цими ре-
зультатами спостерігається досить добра коре-
ляція. 
 
Рисунок 12 — Порівняння результатів  
обчислення ДКІН для різних значень  
 
Як видно із представлених результатів, за-
пропонований метод визначення динамічних 
коефіцієнтів інтенсивності напружень дає змогу 
досить точно проводити К – тарування балко-
вих зразків при випробовуванні на ударний 
згин. При цьому використовуються експериме-
нтальні дані, які можна знайти на обладнанні, 
яке вже апробовано на практиці. 
Висновки 
Запропоновано змішану числово-експери-
ментальну схему визначення ДКІН при безопо-
рному ударному випробуванні балкових зраз-
ків. В результаті досліджень отримано прості 
формули, які містять в собі параметри, що зна-
ходяться на основі числового аналізу та експе-
риментальних досліджень. Запропоновані фор-
мули дають змогу значно спростити обчислен-
ня ДКІН порівняно з іншими методами. В на-
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ступних дослідженнях запропонований підхід 
буде використаний при дослідженні триточко-
вого ударного згину балкового зразка (враху-
вання реакцій опор). 
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шнів, штоків, втулок циліндрових. Тому існує 
проблема підвищення їх довговічності. У вирі-
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На основе эксплуатационных испытаний што-
ков буровых насосов было установлено, что штоки 
насоса У8-6МА, изготовленные по типовым техни-
ческим условиям, выходят из строя не только 
вследствие гидроабразивного изнашивания, но и при 
воздействии коррозионного растрескивания рабо-
чих поверхностей, которое интенсифицируется 
кавитацией в области перехода шток-поршень. 
Сравнение данных испытаний показали, что упроч-
нение хромированием при лучших показателях нара-
ботки, не гарантирует стабильность среднеста-
тистической наработки штоков насосов. Анализ 
типового технологического процесса изготовления 
штоков, показал необходимость ввода эффектив-
ной упрочняющей обработки, которая бы максима-
льно соответствовала условиям эксплуатации 
штоков буровых насосов. 
 On the basis of the exploitation trials of the boring 
pump rods it was set that rods of the pump У8-6MA 
which are made on typical technical conditions fell out 
not only because of the hydro-abrasive wear but also at 
influence of corrosive cracking of working surfaces, 
which are intensified by cavitations in transition area of 
rod and piston. Comparison of the given trials was 
shown that consolidating by the chrome-plating at the 
best indexes of work does not guarantee stability of 
average work of the rods. Analysis of the typical 
technological process of making the rods, showed the 
necessity to input of effective consolidating treatment 
which would maximally correspond to the external 
environments of rods of the boring pumps. 
 
 
